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Rapport sur un manuscrit de Sophie Piccard intitulé:
Structure des groupes imprimitifs, suites associées, clas-
ses de substitutions, sous-grpupes distingués, nombre
minimumd'éléments générateurs,

par "T.Peremans.

Si ™ est un groupe inprimitif de substitutions des

nombres 1,2,...,n et E,B,,.04,E sont des systémes d'impri-

mitivité, on obtient un nouveau groupe transitif de sub-
stitutions des nombres 1,25...,m (1 < m ¢ n) en prenant
toute substitution (z1§2:::?m) & laquelle correspond au
moins une substitution du groupe G gqui transforme L. en
BE; » quel que soit j = 1,2,...,mi Le groupe G esthoh@morﬁhﬁ
3 de groupe. Ce groupe est appelé le premier groupe asso-
cié de G. Si ce groupe est de nouveau imprimitif, on peut
répéter ce procédé et obtenir ainsi une suite de groupes,
dont le dernier cst primitif. Cette suite est appeléc la
suite compléte associde au groupe G relative aux systémes
d'imprimitivité, qui sont choisis dans chaque groupe de la
suite pour construire lc¢ groupe suivant de la suite. A une
substitution S de G corrcspond une substitution dans chague
groupe de¢ la suite compldte associéec au groupe ¢ et ainsi
S donne licu & une suite complétc de substitutions associée
a4 la substitution S relative 3 la suite donnée associée
au groupe G. Des suites complétcs dc groupcs ¢t de substi~
tutions on peut extraire des suites particlles. A chagque
suite partielle de groupes un fait correspondre une dé~
composition du groupe G cn deux classes 01 et 02. Une
substitution S de © fait partic de la classec 01 si lc¢c nom~
bre des substitutions impaircs dans la suite particlle de
substitutions associée & S relative & la suite particlle
donnée cst pair ct de la classc 02, si cc nombre cst im-
pair. La classe Cz peut &tre vide, mais la classo 01
conticnt toujours la substitution identique. L'auvtcur dé-
montre que, si 02 n'cst pas vide, 01 ct 02 ont lec mémec
nombrc d'éléments et 01 cgt un sous—-groupc distingué de
G. Ainsi on obticnt une décomposition dec G tout a fait
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analoguc & la décomposition du groupc symétrique cn sub-
stitutions paircs ¢t impaircsi

Si la longucur dc la suitc compldte considéréc cst m,
on obticnt ainsi 2%-1 paires dc classcs, qui nec sont pas
néccgsaircment toutes distinctes. L'autcur démontrc méme
(dans sa proposition 2) quec, gquel que soit 1'cnticr m > 2
il c¢xistc un groupc G qui a unc suitc compldtc dc longucnr
m tcllc que toutces 1lcs 2 (2m~1) classcs sont distinctces.
Dans cc cas nous appclons lc groupc G complet par rapport
& la suitc compldtc donnéc. Par consdgucnt G possddc auw
moing 2™-1 sous—groupcs distingués distincts dont chacun
comprcnd la moitié des oubstltutlons de G. Lc groupc con-
struit par 1'autcur cst dc degré 2™ ot dfordre 22 “1; il
cst cengendré par m substitutions génératrices. L'autcur
dcmontre (dans sa proposition 3) qu'un groupc cyant les
propriétés cxigécs dans la proposition 2 nc pceut pas EStre
cngendré par un systéme dc substitutions génératriccs d'un
nombrc moindre quc m, Finalcment 1'autcur donnc pour chaguc
cnticr n 22 un cxcmplc d'un groupc imprimitif auquel on
pcut associcr dcs suitcs compldtes de longucmr m guel guc
soit l'cnticr m 22 ct < n

Jc mc pecrmets de felre lcs rcmarques suivan®s au sujct
du manuscrite.

L'autcur cmploizpi pour indiqucr dcs nombres qui nc sont
pas prcmicrs. N'cst—-il pas préférable dc réscrver la lettre
p pour lcs nombrcs prcmicrs?

L'autceur cmploic l¢ tcrme "igomorphc" dans 1lc scns dco
méroédrigqucment isomorphc. Jc sais que 1l'cmploi des mots
isomorphc ¢t homomorphc n'cst pas fixé; ccpendant jo crois
quc l'cmploi d'homomorphc pour mero édriguement isomorphc
¢t d'isomorphc pour holoédrigucment isomorphc cst A préscnt
asscz généralcment convenu.

I1 scrdit pcut-&trc préférablc dc fairc précédcr los
lignes 5 3 7 de la page 5 dcs lignes 8 & 10,vu guo 1'énoncé
des lignes 8 a 10 restce vrai indépondamment de la restricw

tion faitc aux ligncs 5 a T«

Pour le corollaire 1 (page 5) jc¢ proposc unc démonstra-
tion simplifiée commec suit:

Soit 7f'2 {1 a} un groupe a du?x)elembﬁts (a =1).
On fait corrcspondre & un élékment S de G, 1'élément

(r j 1112“’11?
1’ 81 S & Ci
S( )e C i1l2aobi.t

et 1'élément a, si

. Selon la proposition 1 ccttc corrcs—
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pondance est un homomorphisme qui cst, 02 .
n'étgnt pis vide, sur }Né. I1 s'ensuit dircctement que
051112‘.. K ¢st un sous-groupc distingué dc G1, dont 1lc
nombre dcs éléments cst la moitié du nombre dcs éléments
de G1.

Les lignes 12 & 10 auw bas dc la page 6 me scmblont
8trc incorrcetes. Jc crois gu'il faut lire:
Quel que soit 1licnticr J = 2,35.0s,m 1C groupe Gj a pour
systime 4'éléments génératcurs lcs m ~ j + 1 substitutions:

s(d) o (1 1+2¥TY quolotTL a2 Yy g
= 1,2,...,m~j+i:

La possibilité r> u (page 8) @st cxclue d4°'avancc, car
clle impliqucrait itnr+1 = ju—r+1’ cc qui dans cc cag sc-
rait vidc d¢ scns. Les cas a distinguer doivent 8tre a)
r2uct b) r<u (la définition de r étant luc de manidre
que i . £ Jyop 51 un dos indices cst £ 0). Alors la
lignc 17 ¢n haut g¢ change commec suit:

a) r g u. On a alors nécessaircmont t 2 u, r = 4, i, =
= ju—-h’ h = 0,15ese,u = 1,

La mémc remarque pout Stre faite page 9.

Les lignes 4 ¢t 3 au bag dc la page 8 scraicnt pout-
5§rq micqx formulées dc la manilre suivante:
03132“’3u

1
S(;Zju~r+2 fait partic dc la classc Cy-

En cffect i1 n'cst pas cortain que S(').
=dy-r-1

y 81 r cst impair, ct la suysytfufﬁnn
1920w

+1 ait du

scns, par cxample si r =u = 1.
A la lignc 15 an bag dc¢ la page 10, il faut lirc m - i au
licude m - 1 - 1,

A titrc de curiosité on pourrait peut—ﬁtrg’insércr dans
la rcmarquec 1 (pagc 10) 1'observation quc 22 =1 cst la
puissance la plus élcvée dc 2 qui soit un sousmultiple de
(2m)! ¢t par conséqucnt quc 1lc groupe cn qucstion cst le
groupe le plus. grand de dcgré 2m, dont l'ordrc soit unc
puissance dc 2. »

Aux ligncs 5 et s.s. dc la page 12 la lettre h cst
introduite, mais ccttc lettre avait déja été cmployéc dans
la méme démonstration avce une autre signification. Jc
proposc d¢ la remplaccr par ke

Partant dc la constatation guc la théoric classiquc
des dquations lindaircs (avee détcrminants) gardc sa va-
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1idité dans un corps commutatif arbitrairg qui ¢st dans
lc cag préscnt lc corps & deux éléments on pourrait sup-
primer dc¢ la démonstration.dc la proposition 3 la partic
qui sc¢ trouve & la page 12. L'autcur d'aillcurs dans sa
remarque 2 y a fait allusion. Il cst vrai que 1'autcur a
prouvé qu'il y a pour les équations au bas dc la page 11
unc solution cxactc cn nombres cnticrs, dont au moins un
cst impair, tandis quc la misc cn application du corps a
dcux éléments nc donnc qu'une solution dcs équations
cntenducs comme congrucnces mod 2, Pour la démonstration.
dc la proposition cette dernidre solution cst suffisantc.

Page 14 la forme cxplicite de 1By, n'est pas donnée,
Je proposc d'insérer: i ) )
B = Anne2t, ne2o2t, o, w22t n o= 1,2,000,20

J¢ ne comprends pas pourquoi 1l'autcur a, comparativcement
a4 la démonstration dc la proposition 3, interverti les in-~

diccs dc at

3 dans la rcmarguc 2.

Jc dols avoucr quc jec n'ai pas compris la portée de
la rcmarquc 3 (pagc 14). Jc ne vois pas pourqudi it cst
néccssaire dc¢ donner un exemple cxplicite d'un groupc au~ -
guel on peut associcr dcs suitcs complltes d'unc longucur
qui cgt un cnticr arbitrairc compris au scns large cntre
2 ¢t un cnticr n donné. En cffet je crois 8trc & méme de
démontrer qu'a chague groupc, augucl on pout associcr des
suites complétcs dc longucur n, on peut associcr égalcment
des suites compldtes d'unc longucur arbitrairc, comprise

au scns large cntre 2 ¢t n.  Afig- de démontror cceci, je
commerce por rappeler la preuve faite par 1'auteur de

l'homomorphisme ¢ntré un groupc ¢t sdon premicr o
groupc associde Ainsi 1'imprimitivité implique 1'cxistencc

d'un certain homomorphisme. Ccttec rclation est réversibdblc
ainsi quc je l'exprimc dans la proposition suivante:
Proposition: Soit G un groupe transitif dc¢ substitutions
dcg nombres 1,2,e.9,0n ¢t H un groupe dc substitutions des
nombrcs 1,2,4e6,k (1 < k< n), $'il y a unc transformation
Yo(i) qui transforme les nombrcs 1 = 1;...30n en 1cs nombres
P(i) = 1,000,k ot unc transformatiorlfg(s) qui transfore
meles substitutions § de G cn los substitutions ¢ (8) de

H tclles que g(S) (1) = P (81), quelle quec soit la
substitutionddu groupe G ot quel que soit 1 = 1,¢44,n0,
lc grdupe H cst trehlsitif, la transformation

est un homomorphisme et, quand on décowposc les nombres

"1,sss,n Cn classcs cn prenant i ot j dans la mCme classc
si ¢ (i) = ¢ (§), ccs classes sont dcs gystimes 4 imprimi-
tivité de @ ¢t H cst lc premicr groupe associé & G rcla-




tif & cos systlacs d'imprimitivité.

Démonstration: Si A ¢t # gont des onticrs,t € A £ k,1<
Cu & kyilyadisenticrsiot J (1Li< 1< jgn)
tels que P (1) =4, Y(j) =44 Comme G cst tronsitif,
il cxistc unc substitution S du groupc G telle que S(i) =
= §. Alors $(8)2 = F(8) Y (1) =P (5i) = P(J) =4,
donc H c¢st transitif. Comme (ST) ¢ (1) = ¢ (.T1) =

() (7i) = jﬁ(s) f (1) ¢(i), @os‘b un homomorphisma.
517 (1) = P(3), @(si) = §(8) P (1) = @ () p () =
=p(83)s Puisque k > 1, il y a des nombres i ot j tols
que P (1) £ Y (J§); puisque k <n, il y a des nombres i ot
J tels que 1 £ § ¢t ‘,ﬁ(i) = ¥ (j)e Coci prouvc qus lcs
classcs formécs conformément & 1'énoncé dc la proposition
sont dcs systimes d'imprimitivité de G.COcei dit 1l cst
évident que H cst lc premicr groupe associd & G rolatif

& ccs systimes d'imprimitivité, c.gefede

I1 cst évident qu'inversement chaque groupc imprimitif
¢t son premicr groupc associé pcuvent &tre obtonus par la
méthodc dc la proposition ci-dcssus,

Si nous prcnons un troisidmc groupe ¥ de substitutions
dcs nombras 1,..s,1 (1 €1 < k) dc telle manidre qutil
existc unc transformation W (j) qui transforme lus nombres
Tyeesyk cn 1lcs nombres Y(Jj) = 1,4..,1 ¢t unc transformae-
ticn l{’(T) qui transformec les substitutions T de H en les
substitutions W(T) de K telles que Y(T)W(3) = (T3),
lc groupc K cst lc sccond groupc associé & G rclatif aux
systimes d'imprimitivité trouvés au moycn de la proposition
ci-dessus. Ccpendant la transformation ¥ (¢ (1)) cst une
transformation dcs nombrcs 1j...50 sur 1cs nombres dyevea,1
ct Y"( @ (8)) une transformation des substitutions dc G
sur les substitutions dec XK, telles que ¥( 35 (S))?D’((f(i)):

' = ,f,(g} (s) ¢ (1)) = ¥( y (81)) ct la propos
sition ci-dessus nous fait voir que G pcut &trc décomposé
en systimes d'imprimitivité tels que X est lc premicr
groupc associé & G par rapport a ccs systimes d'imprimi-
tivité,

Ainsi nous avens démontré que la longucur d'unc suite
complete peut &tre diminuéde d'une unité ct par conséquent
qu'd chague groupe imprimitif augqucl peut &tre associée
unc suvitc compldte dc longucur n, on peut associcr unc
suite d'unc longueur arbitrairc comprise au scns large
cntrec 2 ¢t n.

Signalons cn passant que cccl démontrc aussi la proposi-
tion.de C.Jordan mcntionnde au bas dc la page 2 du manus-
crit.

il



